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あらまし IIRディジタルフィルタの設計では，従来のアナログフィルタ設計理論を利用して，アナログフィ
ルタを設計し，s–z 変換よりディジタルフィルタを得る方法はもっとも一般的である．しかし，双 1次 s–z 変換
等で得られた IIRディジタルフィルタはその分子と分母が必ず同次数に限られる．異なる次数の分子と分母をも
つことはフィルタの設計により多くの自由度を与えることになる．よって，本論文では，分子と分母の次数が異
なる IIRディジタルフィルタの設計について考え，通過域で平たん特性，阻止域で等リプル特性となるよう，直
接 z 領域で設計する方法を提案する．まず，阻止域平たん通過域等リプル特性をもつ IIRフィルタの設計法を示
す．阻止域の平たん特性は指定された周波数点に多重零点を配置するだけで簡単に得られる．また，通過域の等
リプル特性は最大振幅誤差を指定することにより，Remezアルゴリズムを用いて設計できる．次に，通過域を阻
止域に，阻止域を通過域になるように振幅変換を行い，通過域平たん阻止域等リプル特性の IIRフィルタを求め
る．そのとき，得られた IIRフィルタはその分子が必ず分母以上の次数になる．最後に，分子の次数が分母より
低い IIRフィルタの設計を考え，通過域平たん阻止域等リプル特性を直接設計する方法を示す．
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1. ま えが き

振幅に注目した IIRディジタルフィルタの設計問題

において，もっとも一般的な設計法は従来のアナログ

フィルタの設計理論を利用する方法である [1]～[4]．そ

のアナログフィルタには，基本的にバタワース（最大

平たん)，チェビシェフ（阻止域平たん通過域等リプ

ル)，逆チェビシェフ（通過域平たん阻止域等リプル）

とだ円（通過域と阻止域ともに等リプル）フィルタの

4種類がある．与えられた設計仕様より，まず所望の

タイプのアナログフィルタを設計する．次に s–z 変

換を用いてそれぞれのディジタルフィルタを得る．し

かし，双 1次 s–z 変換等で得られた IIRディジタル

フィルタはその分子と分母が必ず同次数になり，分子

と分母の次数が異なる IIRディジタルフィルタはアナ

ログフィルタから設計できない．よって，異なる次数
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の分子と分母をもつ IIRディジタルフィルタを直接 z

領域で設計する必要がある．分子と分母の次数が自由

に選べることで，設計パラメータが一つ増え，フィル

タの設計により多くの自由度をもたらす．分子と分母

の次数が異なるフィルタの設計に関しては，これまで

に多くの研究がなされてきた [5]～[12]．文献 [7]～[10]

では，通過域と阻止域にともに等リプル特性をもつ

IIRフィルタの設計法が提案され，狭帯域又は広帯域

のフィルタの場合，分子と分母の次数が異なるフィル

タは同次数のフィルタに比べて優れた振幅特性をもつ

ことが示されている．また，文献 [11]では，最大平た

ん IIRフィルタの設計法が提案され，閉じた形の解が

与えられている．一方，通過域と阻止域の片方は平た

ん特性，もう片方は等リプル特性のフィルタについて

は，FIRフィルタ [5], [6]と遅延特性を同時に考慮した

IIRフィルタ [12]の設計しか示されていなかった．

本論文では，分子と分母の次数が異なる IIRディジ

タルフィルタの設計について考え，通過域で平たん特

性，阻止域で等リプル特性を直接 z 領域で設計する方
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法を提案する．まず，阻止域平たん通過域等リプル特

性を有する IIRフィルタの設計法を示す．阻止域の平

たん特性は指定された周波数点に多重零点を配置する

だけで簡単に得られる．また，通過域での等リプル特

性は最大振幅誤差を指定して，Remezアルゴリズム

を用いて設計できる．そして，通過域を阻止域に，阻

止域を通過域になるように振幅変換を行い，通過域平

たん阻止域等リプル特性を有する IIRフィルタを求め

る．そのとき，得られた IIRフィルタは振幅変換のた

め，その分子が必ず分母以上の次数をもつことになる．

よって，分子の次数が分母より低い IIRフィルタを設

計するには，別の方法で通過域で平たん特性，阻止域

で等リプル特性を設計する必要がある．次に，通過域

に平たんとなるような伝達関数を与え，Remezアルゴ

リズムを用いて阻止域に等リプル特性を設計する方法

を示す．最後に，幾つかの例題を設計し，本設計法の

有効性を示す．

2. IIRディジタルフィルタの伝達関数

IIRディジタルフィルタの伝達関数 H(z)は

H(z) =

N∑
n=0

anz−n

M∑
m=0

bmz−m

(1)

のように定義される．ここで，N と M はそれぞれ分

子と分母の次数であり，フィルタ係数 an と bm は実

数で，一般に b0 = 1 である．

伝達関数 H(z)とその逆関数 H(z−1)を縦続接続す

ると，零位相フィルタ G(z)が次式のように得られる．

G(z) = H(z)H(z−1) =

N∑
n=−N

cnz−n

M∑
m=−M

dmz−m

(2)

ここで，フィルタ係数 cn と dm は実数で，次式の対

称条件を満たす．

{
cn = c−n (1 <= n <= N)

dm = d−m (1 <= m <= M)
(3)

よって，G(z) の振幅特性は

G(ejω) = |H(ejω)|2 =

c0 + 2

N∑
n=1

cn cos nω

d0 + 2

M∑
m=1

dm cosmω

(4)

となる．式 (4)からわかるように，G(z) の振幅特性

は H(z) の 2乗振幅特性となるので，G(ejω) >= 0 で

ある．

また，H(z)と G(z)の零点と極の関係をみると，も

し H(z)の零点が単位円上に存在するとすれば，G(z)

が単位円上に 2重零点をもつことになる．H(z) の零

点が単位円内あるいは単位円外に存在するとき，G(z)

の零点は単位円に対し鏡像零点になる．安定なフィル

タを得るため，H(z)の極は単位円内に存在する必要が

ある．よって，G(z) は単位円に対し鏡像極を有する．

したがって，単位円に対し鏡像極と鏡像零点，又は単

位円上の 2重零点をもつ G(z) を設計できれば，その

零点と極を分解して安定な H(z) が得られる．式 (3)

の対称条件は G(z) の極が鏡像極，零点が鏡像零点又

は単位円上の零点になることを保証する．また，単位

円上の零点がすべて 2重零点になるには，G(ejω) >= 0

である必要がある．以下は単位円上に 2重零点をもつ

G(z) の設計について考える．

3. 阻止域平たん通過域等リプル特性を有す
る IIRフィルタの設計

ここで，阻止域で平たん特性，通過域で等リプル特

性をもつ IIRディジタルフィルタの設計について述べ

る．まず，零位相フィルタ F (z) の伝達関数を次式の

ように定義する．

F (z) =

L1∑
n=−L1

fnz−n

L2∑
m=−L2

gmz−m

(5)

ただし，フィルタ係数 fn と gm は実数であり，{
fn = f−n (1 <= n <= L1)

gm = g−m (1 <= m <= L2)
(6)

の条件を満たす．以下は F (z)の設計について述べる．
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3. 1 設 計 仕 様

ここでは，低域フィルタの設計を考える．その設計

仕様は，阻止域において，周波数点 ω = π に次式の

平たん条件が要求される．

∂iF (ejω)

∂ωi

∣∣∣∣
ω=π

= 0 (i = 0, 1, · · · , 2L1−1) (7)

ここで，L1 は平たん度を表すバラメータである．ま

た，通過域では，フィルタの振幅特性が与えられた誤

差範囲内になるように要求される．すなわち，

1 − δ <= F (ejω) <= 1 (0 <= ω <= ωp) (8)

である．ここで，ωp は通過域端周波数であり，δ は指

定された最大振幅誤差で，既知である．

3. 2 Remezアルゴリズムによる定式化

式 (7)の平たん条件を満たすには，z = −1 に 2L1

個の多重零点を配置する必要がある．すなわち，

F (z) =
zL1(1 + z−1)2L1

L2∑
m=−L2

gmz−m

(9)

である．よって，F (z) の振幅特性は

F (ejω) =

(
2 cos

ω

2

)2L1

g0 + 2

L2∑
m=1

gm cos mω

(10)

となり，式 (7)の平たん条件を満たしていることがわ

かる．一方，通過域 [0, ωp] では，まず (L2 + 1) 個の

サンプル周波数点 ωi を次のように設定する．

ωp = ω0 > ω1 > · · · > ωL2
>= 0 (11)

次に，Remezアルゴリズムを用いて次式のように定式

化を行う．

F (ejωi) =

{
1 − δ (i : even)

1 (i : odd)
(12)

式 (10)を用いて式 (12)に代入すると，

g0 + 2

L2∑
m=1

gm cosmωi

=




(
2 cos

ωi

2

)2L1

1 − δ
(i : even)(

2 cos
ωi

2

)2L1
(i : odd)

(13)

が得られる．よって，式 (13)の線形方程式を解いて，

フィルタ係数 gm が容易に求められる．そして，F (z)

の振幅特性を計算し，通過域に極値周波数点 ω̄i を探

す．得られた極値周波数点を新しいサンプル周波数点

として，再び線形方程式を解く．この過程を繰り返し

て反復計算を行い，極値周波数点とサンプル周波数点

が一致になったら，通過域に等リプル特性を有する最

適近似解が得られたとする．具体的な設計アルゴリズ

ムは以下に示される．

3. 3 設計アルゴリズム

1. フィルタの設計仕様 L1, L2, δ とカットオフ周波

数 ωp を与える．

2. 式 (11)のように (L2 + 1) 個のサンプル周波数点

ωi の初期値を等間隔に設定する．

3. 式 (13)の線形方程式を解いて，フィルタ係数 gm

を求める．

4. 得られた gm を用いて，F (z) の振幅特性を計算

し，通過域に極値周波数点 ω̄i を探す．

5.

L2∑
i=0

|ω̄i − ωi| < ε を満たすならば，終了する．満

たさない場合は 6.へ進む．ただし，εは与えられた収

束許容値である．

6. ωi = ω̄i (i = 0, 1, · · · , L2) として，3.へ戻る．

3. 4 帯域通過と帯域阻止フィルタの設計

3.2では，低域フィルタの設計について述べた．高

域フィルタは低域フィルタと同様に設計できる．また

は，得られた低域フィルタの伝達関数から，z を −z

で置き換え，周波数変換で簡単に得られる．ここでは，

帯域通過と帯域阻止フィルタの設計について述べる．

帯域フィルタの場合，二つの阻止域があり，それぞ

れの平たん条件は

∂iF (ejω)

∂ωi

∣∣∣∣
ω=0

= 0 (i = 0, 1, · · · , 2K − 1)

(14)

∂iF (ejω)

∂ωi

∣∣∣∣
ω=π

= 0 (i = 0, 1, · · · , 2(L1 − K) − 1)

(15)

である．よって，式 (14)と (15)の平たん条件を満た

すには，

F (z) =
zL1(1 − z−1)2K(1 + z−1)2(L1−K)

L2∑
m=−L2

gmz−m

(16)
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である．また，通過域では，フィルタの振幅特性は

1 − δ <= F (ejω) <= 1 (ωp1 <= ω <= ωp2) (17)

の条件を満たすように要求される．ここで，ωp1, ωp2

は通過域端周波数である．よって，同様に Remezア

ルゴリズムを用いて，通過域に等リプル特性が設計で

きる．ただし，通過域に極値周波数点の数が必ず奇数

なので，L2 は偶数でなければならない．

帯域阻止フィルタの場合，阻止域の平たん条件は

∂iF (ejω)

∂ωi

∣∣∣∣
ω=ωsf

= 0 (i = 0, 1, · · · , L1 − 1)

(18)

である．ここで，ωsf は指定された周波数点である．

よって，F (z) は

F (z) =
zL1(ejωsf − z−1)L1(e−jωsf − z−1)L1

L2∑
m=−L2

gmz−m

(19)

となる．ただし，L1 が偶数である必要がある．また，

二つの通過域では，フィルタの振幅特性の条件は

1 − δ <= F (ejω) <= 1

(
0 <= ω <= ωp1

ωp2 <= ω <= π

)
(20)

であり，Remezアルゴリズムを用いて設計できる．設

計アルゴリズムは 3.3に述べたものと同じである．

4. 通過域平たん阻止域等リプル特性を有す
る IIRフィルタの設計

ここでは，通過域で平たん特性，阻止域で等リプル

特性をもつ IIRディジタルフィルタ G(z) の設計につ

いて述べる．まず，低域フィルタの設計を考える．通

過域では，周波数点 ω = 0 における平たん条件は


G(1) = 1

∂iG(ejω)

∂ωi

∣∣∣∣
ω=0

= 0 (i = 1, 2, · · · , 2L1 − 1)

(21)

である．一方，阻止域では，フィルタの振幅特性の条

件は

0 <= G(ejω) <= δ (ωs <= ω <= π) (22)

である．ここで，ωs は阻止域端周波数である．

4. 1 分子の次数が高いフィルタの設計

まず，G(z) の阻止域を F (z) の通過域に，通過域

を阻止域になるように，以下の変換を行う．

F (ejω) = 1 − G(ejω) (23)

よって，式 (21)の平たん条件は

∂iF (ejω)

∂ωi

∣∣∣∣
ω=0

= 0 (i = 0, 1, · · · , 2L1 − 1)

(24)

となる．また，G(z) の阻止域においては，

1 − δ <= F (ejω) <= 1 (ωs <= ω <= π) (25)

が得られる．したがって，3.で提案した設計法を用い

て，式 (24)と式 (25)の条件を満たす阻止域平たん通

過域等リプル特性の高域フィルタ F (z) を設計するこ

とができる．次に，式 (23)より，

G(z) = 1−F (z) =

L2∑
m=−L2

gmz−m−
L1∑

n=−L1

fnz−n

L2∑
m=−L2

gmz−m

(26)

が得られる．ここで，G(z) の分母の次数は M = L2

で，分子の次数は L1 と L2 の中での大きい方で決定

され，すなわち，N = Max{L1, L2}である．よって，
L1 を小さく設定しても，分子の次数が必ず分母の次

数以上で，N >= M である．よって，分子の次数が低

いフィルタは以上述べた方法では設計できない．分母

の次数が高いフィルタを設計するには，別の方法で通

過域に平たん特性，阻止域に等リプル特性を設計する

必要がある．次に，分母の次数が高いフィルタの設計

について考える．また，高域通過，帯域通過あるいは

帯域阻止フィルタ G(z) の設計に関しては，同様に低

域通過，帯域阻止あるいは帯域通過フィルタ F (z) を

設計すればよい．

4. 2 分母の次数が高いフィルタの設計

ここでは，分母の次数が高いフィルタの設計につ

いて述べる．同様に低域フィルタの場合を考える．式

(21)の平たん条件を満たすために，次式のように G(z)

を変形する [1], [2]．

F (ejω) =
1

G(ejω)
− 1 (27)

よって，式 (21)の平たん条件は
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∂iF (ejω)

∂ωi

∣∣∣∣
ω=0

= 0 (i = 0, 1, · · · , 2L1 − 1)

(28)

と等価になる．式 (28)の条件を満たすには，z = 1に

2L1 個の多重零点を配置する必要があり，F (z) は

F (z) =
(1 − z)L1(1 − z−1)L1

L2∑
m=−L2

gmz−m

(29)

でなければならない．したがって，式 (27)から，G(z)

は

G(z) =
1

1 +
(1 − z)L1(1 − z−1)L1

L2∑
m=−L2

gmz−m

(30)

となり，明らかに式 (21)の平たん条件を満たしてい

る．一方，阻止域 [ωs, π] では，(L2 + 1) 個のサンプ

ル周波数点 ωi を以下のように設定し，

ωs = ω0 < ω1 < · · · < ωL2
<= π (31)

Remezアルゴリズムを用いて次式のように定式化する．

G(ejωi) =

{
δ (i : even)

0 (i : odd)
(32)

式 (30)を式 (32)に代入し，

g0 + 2

L2∑
m=1

gm cosmωi

=



(
2 sin

ωi

2

)2L1 δ

1 − δ
(i : even)

0 (i : odd)

(33)

となる．よって，式 (33)の線形方程式を解いて，フィ

ルタ係数 gm が得られる．設計アルゴリズムは 3.3に

述べたものと同じである．また，帯域阻止と帯域通過

フィルタを設計する場合は，式 (29)のかわりに式 (16)

と式 (19)の F (z) を使えば，同様に設計できるので，

本論文では省略する．式 (27)から，

G(z) =
1

1+F (z)
=

L2∑
m=−L2

gmz−m

L2∑
m=−L2

gmz−m+

L1∑
n=−L1

fnz−n

(34)

が得られる．ここで，G(z) の分子の次数は N = L2

で，分母の次数は L1 と L2 の中での大きい方より決

定され，すなわち，M = Max{L1, L2} である．よっ
て，その分母は必ず分子以上の次数を有し，M >= N

であることがわかる．

5. 設 計 例

［設計例 1］｛高域フィルタ｝

通過域平たん阻止域等リプル特性の高域フィルタの

設計仕様は N = L1 = 8, M = L2 = 6 と ωs = 0.3π

である．まず，最大振幅誤差をそれぞれ δ = 10−4，

δ = 10−5 と δ = 10−6 と与えて，提案した方法を用

いて阻止域平たん通過域等リプル特性の低域フィルタ

を設計し，得られたフィルタの振幅特性を図 1に示す．

得られた低域フィルタから，振幅変換して，通過域平

たん阻止域等リプル特性の高域フィルタを求め，そ

の振幅特性を図 2に示す．図 2から，それぞれのフィ

ルタは 40 dB，50 dBと 60 dBの阻止域最小減衰量を

もっていることがわかる．また，δ = 10−4 とし，平

たん度を N = L1 = 6 と N = L1 = 10 に変えて高

域フィルタを設計し，得られたフィルタの振幅特性を

図 3に示す．図 3から，L1 が大きくなるにつれ，振

幅特性がもっと平たんになることがわかる．ここで，

N = M = 6 の場合は従来のアナログフィルタで得ら

れた振幅特性と同じであり，比較のため，併せて示さ

れている．

［設計例 2］｛帯域阻止フィルタ｝

フィルタの設計仕様は K = 4, L1 = 10, L2 = 8，

図 1 低域フィルタの振幅特性
Fig. 1 Magnitude responses of lowpass filters.
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図 2 高域フィルタの振幅特性
Fig. 2 Magnitude responses of highpass filters.

図 3 高域フィルタの振幅特性
Fig. 3 Magnitude responses of highpass filters.

ωs1 = 0.3π, ωs2 = 0.5π と δ = 10−4 である．まず，

阻止域平たん通過域等リプル特性の帯域フィルタを設

計し，振幅変換して，通過域平たん阻止域等リプル特

性の帯域阻止フィルタを求めた．そのとき，フィルタ

の分子は N = 10 次で，分母は M = 8 次であった．

その振幅特性は図 4に実線で示されている．次に，4.2

で提案した方法で，直接通過域平たん阻止域等リプル

特性の帯域阻止フィルタを設計した．得られたフィル

タの分子は N = 8 次で，分母は M = 10 次であった．

その振幅特性は図 4に点線で示され，同等な振幅特性

が得られた．また，阻止域の最大振幅誤差を δ = 10−5

に変えて，4.2に述べた設計法で，帯域阻止フィルタ

図 4 帯域阻止フィルタの振幅特性
Fig. 4 Magnitude responses of bandstop filters.

図 5 帯域フィルタの振幅特性
Fig. 5 Magnitude responses of bandpass filters.

を設計した．得られたフィルタの振幅特性は併せて図

4に破線で示されている．

［設計例 3］｛帯域フィルタ｝

フィルタの設計仕様は，周波数点 ωpf = 0.5π にお

ける平たん度は L1 = 10 で，カットオフ周波数はそ

れぞれ ωs1 = 0.3π, ωs2 = 0.65π であり，L2 = 6 と

δ = 10−4 である．通過域平たん阻止域等リプル特性

の帯域フィルタを設計した．得られたフィルタの分子

は N = 6 次で，分母は M = 10 次であった．その

振幅特性は図 5に実線で示されている．次に，通過

域と阻止域を ωpf = 0.6π，ωs1 = 0.4π,ωs2 = 0.75π

に変えて設計し，その振幅特性を図 5に点線で示す．
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図 6 帯域フィルタの振幅特性
Fig. 6 Magnitude responses of bandpass filters.

また，第 1と第 2 阻止域の最大振幅誤差をそれぞれ

δ1 = 10−4，δ2 = 10−5 と δ1 = 10−5，δ2 = 10−4 に

設定し，帯域フィルタを設計した．得られたフィルタ

の振幅特性はそれぞれ図 6に示され，振幅誤差が任意

に指定できることがわかる．

6. む す び

本論文では，分子と分母の次数が異なる IIRディジ

タルフィルタの設計を考え，通過域で平たん特性，阻

止域で等リプル特性を直接 z 領域で設計する方法を提

案した．まず，阻止域平たん通過域等リプル特性を有

する IIRフィルタの設計法を示した．阻止域の平たん

特性は指定された周波数点に多重零点を配置するだけ

で簡単に得られる．また，通過域での等リプル特性は

最大振幅誤差を指定することにより，Remezアルゴリ

ズムを用いて設計できる．そして，平たんな阻止域を

通過域に，等リプル通過域を阻止域になるように振幅

変換を行い，通過域平たん阻止域等リプル特性を有す

る IIRフィルタを設計した．そのとき，得られた IIR

フィルタは分子の次数が必ず分母の次数以上になるた

め，次に，分子の次数が分母より低い IIRフィルタの

設計法を示した．本設計法では，Remezアルゴリズム

を用いて定式化したため，簡単な線形方程式を解くだ

けで，フィルタ係数が容易に得られる．また，本設計

法の特長として，通過域平たん度と阻止域の最大振幅

誤差が任意に指定することができる．
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