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近似的直線位相特性を有するチェビシェフ型 IIRフィルタの設計
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あらまし 直線位相特性を有するディジタルフィルタは信号処理の多くの応用において必要である．本論文で
は，通過域に近似的直線位相特性を有するチェビシェフ型 IIRフィルタの設計について述べる．まず，阻止域の
指定された周波数点に多重零点を配置することにより，フィルタの平たんな阻止域が容易に実現できることを示
す．次に，通過域に複素 Remez アルゴリズムを適用し，フィルタの設計問題を固有値問題として定式化する．
よって，固有値問題を解くことにより，フィルタ係数が容易に求められる．更に，反復計算を行い，通過域にお
ける誤差関数の等リプル特性を得る．最後に，提案したチェビシェフ型フィルタと遅延器を並列接続し，近似的
直線位相特性を有する逆チェビシェフ型 IIRフィルタも同時に得られることを示す．

キーワード IIR ディジタルフィルタ，チェビシェフ型フィルタ，近似的直線位相特性，固有値問題，複素
Remezアルゴリズム

1. ま えが き

アナログフィルタと同様に，ディジタルフィルタに

は，代表的に最大平たん型，チェビシェフ型，逆チェ

ビシェフ型とだ円型という 4 種類のフィルタがあり，

数多くの応用で幅広く使われている [1], [2]．最大平た

ん型フィルタは通過域と阻止域にともに平たん特性

を有し，だ円型フィルタは両方ともに等リプル特性で

ある．一方，チェビシェフ型と逆チェビシェフ型フィ

ルタは通過域あるいは阻止域の一方で等リプル特性，

もう片方で平たん特性を有するフィルタであり，リン

キングやチェス盤ひずみ等を抑えるため，画像処理の

多くの応用に必要である [2], [3]．これらのディジタル

フィルタ設計においては，従来のアナログフィルタ設

計理論を利用する方法が最も一般的である [1], [2]．し

かし，アナログフィルタから s−z 変換で得られた IIR

ディジタルフィルタはその分子と分母が必ず同次数で

あり，また，フィルタの位相特性が指定できないなど

の問題点がある [1], [2]．よって，直接 z領域でディジ

†長岡技術科学大学工学部電気系，長岡市
Department of Electrical Engineering, Nagaoka University

of Technology, Nagaoka-shi, 940–2188 Japan

a) E-mail: xiz@nagaokaut.ac.jp

タルフィルタを設計する必要があり，今まで数多くの

設計法が提案されてきた [4]～[14]．その中で，通過域

の位相特性も同時に考慮された設計法がいくつかあ

る [7], [12], [14]．フィルタの直線位相特性はディジタル

信号及び画像処理の数多くの応用に必要である．周知

のように，FIRフィルタでは，フィルタ係数に対称条

件を課すことにより，完全直線位相特性が容易に実現

できるが [8], [11]，IIRフィルタの場合，因果安定性の

ため，完全直線位相特性が実現できず，振幅特性とと

もに位相特性も近似しなければならない [7], [12], [14]．

そこで，通過域に近似的直線位相特性を有するチェビ

シェフ型 IIRフィルタの設計について考える．

本論文では，通過域等リプル阻止域平たん特性を有

するチェビシェフ型 IIR直線位相フィルタの一設計法

を提案する．本設計法では，まず，阻止域の指定され

た周波数点に多重零点を配置することにより，阻止域

の平たん特性が容易に実現できることを示す．よって，

フィルタの設計問題は通過域における周波数特性の近

似問題に帰着される．次に，通過域に複素 Remezアル

ゴリズムを適用し，フィルタの設計問題を一般化固有

値問題の形で定式化する [14]．誤差関数の最大振幅が

最小となるような固有値を求め，その対応する固有ベ

クトルがフィルタ係数になる．更に，上述の計算過程
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を繰り返すことにより，通過域における誤差関数の等

リプル特性が得られる．また，提案したチェビシェフ

型フィルタと一つの遅延器を並列接続し，通過域に近

似的直線位相特性を有する逆チェビシェフ型 IIRフィ

ルタが同時に実現できることを示す．最後に，IIRチェ

ビシェフ型低域通過フィルタと帯域阻止フィルタの設

計例を示し，本設計法の有用性を明らかにする．

2. チェビシェフ型 IIRフィルタ

IIRディジタルフィルタの伝達関数 H(z) は次式の

ように定義される．

H(z) =

N∑
n=0

anz−n

M∑
m=0

bmz−m

(1)

ここで，N と M はそれぞれ分子と分母の次数であり，

フィルタ係数 an と bm は実数で，b0 = 1 である．

チェビシェフ型フィルタでは，阻止域において，そ

の振幅特性が平たんであることが要求される．すな

わち，

∂k|H(ejω)|
∂ωk

∣∣∣∣
ω=ωs

= 0 (k = 0, 1, . . . ,K − 1)

(2)

となる．ここで，ωs は阻止域に指定された周波数点

であり，K は平たん度を表すパラメータである．ま

た，通過域においては，フィルタの所望周波数特性を

Hd(e
jω) とし，

Hd(e
jω) = |Hd(e

jω)|ejθd(ω) (ω ∈ passband)

(3)

である．ここで，|Hd(e
jω)| は通過域における所望振

幅特性であり，θd(ω) は所望位相特性である．直線位

相フィルタの場合，θd(ω) は直線位相で，すなわち，

群遅延が一定値である．

フィルタの周波数特性と所望周波数特性の差を誤差

関数 E(ω) として以下のように定義する．

E(ω) = W (ω)[H(ejω)− Hd(e
jω)] (4)

ここで，W (ω)は重み関数である．よって，通過域に

おいて，設計目標は誤差関数 E(ω) の最大振幅を最小

化することである．すなわち，

min{max
ω

|E(ω)|} (5)

である．

3. IIR低域通過フィルタの設計

ここでは，IIR低域通過フィルタの設計について述

べる．阻止域における平たん条件は式 (2)で表されて

いる．ただし，低域通過フィルタの場合，ωs = π で

ある．この平たん条件を満たすには，ω = π に K 個

の多重零点を置く必要がある．したがって，伝達関数

H(z)は次式のように表される．

H(z) =

(1 + z−1)K
N−K∑
n=0

cnz−n

M∑
m=0

bmz−m

(6)

式 (6)の伝達関数を用いれば，阻止域の平たん特性が

実現できることがわかる．よって，低域通過フィルタ

の設計問題は通過域における周波数特性の近似問題に

帰着される．

3. 1 初期値の設定

通過域における直線位相フィルタの所望周波数特性は

Hd(e
jω) = e−jτω (0 ≤ ω ≤ ωp) (7)

である．ここで，τ は所望の群遅延であり，ωp は通過

域端周波数である．式 (6)の伝達関数において，未知

のフィルタ係数の数は J = M + N − K + 1 個であ

る．まず，通過域 [0, ωp] に L = �J/2� 個の初期周波
数点 ω̂i (ωp > ω̂1 > ω̂2 > · · · > ω̂L ≥ 0)を選択する．

ここで，��� は � 以上の最小整数を意味する．J が偶

数のとき，図 1 (a)に示されるように ω̂i (ω̂L �= 0)を

等間隔に選ぶ．また，J が奇数のとき，図 1 (b)に示

されるように，ω̂L = 0 から ω̂i を選ぶ．次に，設計

目標は誤差関数の最大振幅の最小化であるため，これ

らの周波数点 ω̂i における誤差関数の振幅が零となる

ように設定する．

E(ω̂i) = W (ω̂i)[H(ejω̂i)− Hd(e
jω̂i)] = 0 (8)

式 (8)に式 (7)を代入し，

D(ω̂i)

N−K∑
n=0

cne−j(n+ K
2 )ω̂i −

M∑
m=0

bme−j(τ+m)ω̂i =0

(9)
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(a)

(b)

図 1 低域通過フィルタの初期周波数点の設定． (a) J が
偶数の場合， (b) J が奇数の場合

Fig. 1 Selection of initial frequency points for

lowpass filters. (a) even J, (b) odd J.

が得られる．ここで，D(ω) = (2 cos ω
2
)K である．

b0 = 1 であるので，式 (9)を実数部と虚数部に分け

ると，

D(ω̂i)

N−K∑
n=0

cn cos
((

n +
K

2

)
ω̂i

)

−
M∑

m=1

bm cos((τ + m)ω̂i) = cos(τω̂i) (10)

D(ω̂i)

N−K∑
n=0

cn sin
((

n +
K

2

)
ω̂i

)

−
M∑

m=1

bm sin((τ + m)ω̂i) = sin(τ ω̂i) (11)

となる．J が偶数のとき，式 (10)と式 (11)に方程式

の数はともに Lであり，合わせて 2L = J となる．ま

た，J が奇数のとき，ω̂L = 0 なので，式 (11)には，

式 (10) より方程式の数は一つ少なくなり，L − 1 で

あるので，合わせて 2L − 1 = J となる．よって，式

(10)と式 (11)を解くことにより，フィルタ係数 cn，

bm が唯一決定される．

3. 2 複素 Remezアルゴリズムによる定式化

3.1 で得られたフィルタ係数から誤差関数 E(ω) を

求め，その極値周波数点 ωi (ωp = ω1 > ω2 > · · · ≥ 0)

を探す．その結果，得られた誤差関数が等リプル特性

になるとは限らない．そこで，複素 Remezアルゴリ

ズムを用いて，等リプル特性になるように定式化を行

う．図 1に示されるように，極値周波数点 ωi の数は，

J が偶数のとき，L + 1 個，また，J が奇数のとき，

L 個である（通過域端周波数 ωp を含む）．極値周波

数点 ωi における誤差関数の位相を θe(ωi)とする．こ

れらの極値周波数点 ωi において，誤差関数の振幅が

等しくなるように定式化する．

E(ωi) = W (ωi)[H(ejωi)− Hd(e
jωi)] = δejθe(ωi)

(12)

ここで，δ は誤差関数の振幅である．よって，式 (12)

を実数部と虚数部に分けると，

D(ωi)

N−K∑
n=0

cn cos
((

n +
K

2

)
ωi

)

−
M∑

m=0

bm cos((τ + m)ωi)

=
δ

W (ωi)

M∑
m=0

bm cos(mωi − θe(ωi)) (13)

D(ωi)

N−K∑
n=0

cn sin
((

n +
K

2

)
ωi

)

−
M∑

m=0

bm sin((τ + m)ωi)

=
δ

W (ωi)

M∑
m=0

bm sin(mωi − θe(ωi)) (14)

となる．図 1 からわかるように，J が偶数のとき，

ωL+1 = 0なので，式 (14)には，式 (13)より方程式の

数が一つ少なくなる．よって，式 (13)と式 (14)を合わ

せると，全部で 2L+1 = J +1 個となる．また，J が

奇数のとき，ωL > 0なので，合わせて 2L = J +1 個

である．よって，J が偶数か奇数に関係なく，式 (13)

と式 (14)の方程式の数は J +1 個である．式 (13)と

式 (14)を行列の形で表すと，次式のように一般化固

有値問題に帰着することができる [14]．

Px = δQx (15)

ここで，x = [b0, b1, · · · , bM , c0, c1, · · · , cN−K ]T であ

る．また，行列 P と Q の要素 Pij , Qij は，

0 ≤ i ≤ L − 1, 0 ≤ j ≤ M のとき，
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Pij = − sin((τ + j)ωi+1)

Qij =
sin(jωi+1 − θe(ωi+1))

W (ωi+1)

0 ≤ i ≤ L − 1, M + 1 ≤ j ≤ J のとき，{
Pij = D(ωi+1) sin

((
j − M − 1 +

K

2

)
ωi+1

)
Qij = 0

L ≤ i ≤ J, 0 ≤ j ≤ M のとき，


Pij = − cos((τ + j)ωi+1−L)

Qij =
cos(jωi+1−L − θe(ωi+1−L))

W (ωi+1−L)

L ≤ i ≤ J, M + 1 ≤ j ≤ J のとき，


Pij = D(ωi+1−L)

· cos
((

j − M − 1 +
K

2

)
ωi+1−L

)
Qij = 0

である．よって，式 (15)の固有値問題を解き，誤差関

数の振幅 δ が最小となるような固有値を求め，その対

応する固有ベクトルはフィルタ係数 bm と cn となる．

得られたフィルタ係数から誤差関数を計算し，新たな

極値周波数点 ωi を探し，その周波数点における誤差

関数の位相 θe(ωi) を求める．それらの極値周波数点

を次回のサンプル周波数点として置き換え，誤差関数

の等リプル特性となるまで繰返し反復計算を行う．文

献 [14]に示されたように，以上に述べた設計アルゴリ

ズムは複素 Remezアルゴリズムを用いたため，その

収束性は保証されない．設計仕様によっては，収束し

ない場合がある．アルゴリズムの収束性は 3.1に述べ

た初期値に大きく依存し，多くの設計例を通じて，良

好な収束性が確認されている．収束しない場合が生じ

たときは，初期周波数点 ω̂i を等間隔ではなく，通過

域端近辺でより多く設定することで収束性を改善する

必要がある．具体的な設計アルゴリズムを以下に示す．

3. 3 設計アルゴリズム

1. 分子と分母の次数 N, M，平たん度 K，所望

の群遅延 τ，通過域端周波数 ωp を与える．

2. 通過域において L 個の初期周波数点 ω̂i を図

1のように設定する．

3. 式 (10)と式 (11)の線形方程式を解き，フィ

ルタ係数 cn, bm を求め，E(ω) の極値周波数点 ωi を

探し，その位相 θe(ωi) を計算する．

4. 行列 P と Q を計算し，式 (15)の固有値問

題を解き，フィルタ係数 cn, bm を求める．

5. 得られた cn, bm を用いて，E(ω)の極値周波

数点 Ωi を探索し，その位相 θe(Ωi) を求める．

6. |Ωi − ωi| < ε を満たすならば終了．満たさ

ない場合は次へ進む．ただし，ε は与えられた収束許

容値であリ，一般に，ε = 10−10 である．

7. ωi = Ωi として，4. へ戻る．

3. 4 IIRフィルタの安定性

3.3に示された設計アルゴリズムでは，IIRフィル

タの安定条件は設計条件として考慮されていなかった．

よって，設計して得られた IIRフィルタは不安定にな

る可能性がある．しかし，文献 [4]と [5]に証明され

たように，IIRフィルタの安定性は設計仕様に依存す

るため，一定値以上の群遅延を与えれば，その安定性

が保証される．したがって，設計仕様を与えるとき，

ある程度大きな群遅延を設定することにより，安定な

IIRフィルタが設計できる．具体的な設計例について

は，文献 [14]を参照されたい．

4. IIR帯域阻止フィルタの設計

3. では，低域通過フィルタの設計について述べた．

高域通過フィルタは設計した低域通過フィルタから周

波数変換で，すなわち，伝達関数に z を −z で置き

換えるのみで，容易に得られる．以下，IIR帯域阻止

フィルタの設計について考える．阻止域におけるフィ

ルタの平たん条件は式 (2)のように定義される．ただ

し，0 < ωs < π である．阻止域の平たん条件を満た

すために，ω = ±ωs にそれぞれ K 個の零点を置く必

要がある．すなわち，

H(z) =

(1− 2 cosωsz
−1 + z−2)K

N−2K∑
n=0

cnz−n

M∑
m=0

bmz−m

(16)

となる．よって，式 (16)の伝達関数を用いれば，平た

んな阻止域が実現できる．また，通過域における所望

周波数特性 Hd(e
jω) は

Hd(e
jω)=

{
e−jτω (0 ≤ ω ≤ ωp1)

e−j(τω−θ0) (ωp2 ≤ ω ≤ π)
(17)

である．ここで，実係数フィルタの場合，ω = π にお

けるフィルタの位相は θ(π) = nπ（n :整数）であるた

め，θ0 = (n+τ )πのように設定する必要がある．した
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(a)

(b)

図 2 帯域阻止フィルタの初期周波数点の設定． (a) J が
偶数の場合， (b) J が奇数の場合

Fig. 2 Selection of initial frequency points for

bandstop filters. (a) even J, (b) odd J.

がって，低域通過フィルタの場合と同様に複素 Remez

アルゴリズムを通過域に適用して設計できる．ただし，

帯域阻止フィルタの場合，二つの通過域があるので，初

期周波数点の設定については図 2に示されている．式

(16)に未知フィルタ係数の数は J = M +N −2K +1

個である．J が偶数のとき，0 < ω̂i < π のように L

個の ω̂i を選ぶ．そして，生じた極値周波数点 ωi の数

は L + 2 個である (ωi = 0, π を含む)．複素 Remez

アルゴリズムによる定式化に必要な数は L+1 個であ

るので，ωi = 0 あるいは ωi = π における誤差関数の

振幅が小さい方を削除し，残りの L+1 個の極値周波

数点をサンプル周波数点とする．また，J が奇数のと

き，ω̂i = 0 または ω̂i = π のどちらかを選び，生じた

極値周波数点から ωi �= 0, π のように L 個のサンプ

ル周波数点を選択する．また，帯域通過フィルタにつ

いては，以上に述べた設計法を直接に適用することが

できず，今後の研究課題である．

5. IIR逆チェビシェフ型フィルタ

上述の設計法より設計したチェビシェフ型フィルタ

H(z) と一つの遅延器 z−I を図 3 のように並列接続

し，新たなフィルタ G(z) を構成する．G(z) の伝達

関数は

G(z) = z−I − H(z) (18)

図 3 H(z) と遅延器の並列接続構成
Fig. 3 Parallel-connection of H(z) and a delay

section.

となる．ここで，I は整数である．所望の群遅延を

τ = I として H(z) を設計する．ただし，帯域阻止

フィルタの場合，θ0 = 0 とする．よって，式 (18)か

らわかるように，H(z) の通過域は G(z) の阻止域に

なり，等リプル特性である．また，H(z)の阻止域にお

いて，その振幅は 0 であるため，G(z) の通過域にな

る．H(z)が阻止域に平たん特性を有するので，G(z)

の振幅特性 |G(ejω)| と群遅延特性 τ (ω)は


|G(ejωs)| = 1

∂k|G(ejω)|
∂ωk

∣∣∣∣
ω=ωs

= 0 (k = 1, 2, . . . ,K−1)

(19)


τ (ωs) = I

∂kτ (ω)

∂ωk

∣∣∣∣
ω=ωs

= 0 (k = 1, 2, . . . ,K−2)

(20)

を満たし，ともに平たんとなる．よって，平たんな群

遅延特性を有する IIR逆チェビシェフ型フィルタが同

時に実現できる．しかし，所望の群遅延 τ が整数 I に

制限されているため，非整数遅延の逆チェビシェフ型

フィルタはこの構成では設計できない．

6. 設 計 例

[設計例 1] 設計仕様として N = 15，M = 6，K = 10，

ωp = 0.3π を与え，τ = 12 としたときのチェビシェ

フ型低域通過フィルタを設計した．得られたフィルタ

の誤差関数の振幅特性を図 4 に実線で示し，等リプ

ル特性が得られたことがわかる．また，τ = 10.5 と

τ = 13.5 として設計したフィルタの誤差関数の振幅特

性も併せて示されている．それぞれのフィルタの振幅

特性と群遅延特性を図 5 と図 6に示す．得られたフィ

ルタはすべて安定であり，τ = 12 のフィルタの極零

点配置を図 7 に示している．また，τ = 12 のチェビ

シェフ型低域通過フィルタ H(z) より，逆チェビシェ
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図 4 設計例 1 の誤差関数の振幅特性
Fig. 4 Magnitude responses of error functions in

Example 1.

図 5 設計例 1 の低域通過フィルタの振幅特性
Fig. 5 Magnitude responses of lowpass filters in

Example 1.

図 6 設計例 1 の低域通過フィルタの群遅延特性
Fig. 6 Group delays of lowpass filters in Example 1.

フ型高域通過フィルタ G(z) を求めた．G(z) の振幅

特性と群遅延特性をそれぞれ，図 8 と図 9 に示す．

[設計例 2] 設計仕様として N + M = 19，K = 10，

τ = 11，ωp = 0.48π を与え，N と M を変化させ

図 7 設計例 1 の低域通過フィルタの極零点配置
Fig. 7 Pole-zero location of lowpass filter in Example

1.

図 8 設計例 1 の高域通過フィルタの振幅特性
Fig. 8 Magnitude response of highpass filter in

Example 1.

図 9 設計例 1 の高域通過フィルタの群遅延特性
Fig. 9 Group delay of highpass filter in Example 1.
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図 10 設計例 2 の誤差関数の振幅特性
Fig. 10 Magnitude responses of error functions in

Example 2.

図 11 設計例 2 の低域通過フィルタの振幅特性
Fig. 11 Magnitude responses of lowpass filters in

Example 2.

図 12 設計例 2 の低域通過フィルタの群遅延特性
Fig. 12 Group delays of lowpass filters in Example 2.

図 13 設計例 3 の誤差関数の振幅特性
Fig. 13 Magnitude response of error function in

Example 3.

図 14 設計例 3の帯域阻止と帯域通過フィルタの振幅特性
Fig. 14 Magnitude responses of bandstop and

bandpass filters in Example 3.

図 15 設計例 3 の帯域阻止と帯域通過フィルタの群遅延
特性

Fig. 15 Group Delays of bandstop and bandpass

filters in Example 3.
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たときのチェビシェフ型低域通過フィルタの設計例を

示す．ここで，M = 0 の場合は，FIRフィルタとな

るが，群遅延が次数の半分でないため，完全直線位相

FIRフィルタではなかった．設計したフィルタの誤差

関数の振幅特性を図 10に示す．図 10より，等リプル

特性が得られていることがわかる．また，M = 0 の

FIRフィルタと比較して，M = 4 のフィルタはその

誤差が最も小さくなることがわかる．得られた低域通

過フィルタの振幅特性と群遅延特性をそれぞれ，図 11

と図 12に示し，M = 2 と M = 4 の IIRフィルタは

M = 0 の FIRフィルタより振幅誤差と群遅延誤差が

ともに小さくなっていることがわかる．

[設計例 3] 設計仕様として N = M = 10，K = 3，

τ = 8，θ0 = 0，ωp1 = 0.2π，ωp2 = 0.8π，ωs = 0.48π

を与え，チェビシェフ型帯域阻止フィルタを設計した．

この設計例では，初期周波数点 ω̂i を通過域 I [0, ωp1]

に 4 点，通過域 [ωp2, π] に 4 点配置した．設計した

フィルタの誤差関数の振幅特性を図 13に示し，等リ

プル特性であることがわかる．また，フィルタの振幅

特性と群遅延特性をそれぞれ，図 14と図 15に実線で

示す．式 (18)より得られた逆チェビシェフ型帯域通過

フィルタ G(z) の振幅特性と群遅延特性を図 14と図

15に点線で示す．

7. む す び

本論文では，通過域に近似的直線位相特性を有する

チェビシェフ型 IIRフィルタの一設計法を提案した．

本設計法では，まず，阻止域の指定された周波数点に

多重零点を配置することにより，阻止域の平たん特性

が容易に実現できることを示した．次に，通過域に複

素 Remezアルゴリズムを適用し，フィルタの設計問

題を一般化固有値問題の形で定式化した．よって，固

有値問題を解き，フィルタ係数が容易に求められる．

更に，反複計算を行い，通過域における誤差関数の等

リプル特性が得られる．また，提案したチェビシェフ

型フィルタと一つの遅延器を並列接続し，通過域に近

似的直線位相特性を有する逆チェビシェフ型 IIRフィ

ルタが同時に実現できることを示した．最後に，IIR

チェビシェフ型低域通過フィルタと帯域阻止フィルタ

の設計例を示し，本設計法の有用性を明らかにした．

今後の課題として，非整数遅延の逆チェビシェフ型直

線位相フィルタの設計が挙げられる．
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