
論 文

通過域平たん阻止域等リプル振幅特性をもつ平たん群遅延

IIRフィルタの一設計法

張 熙†a) 相澤 正智†† 吉川 敏則††

Design of Flat Delay IIR Filters with Flat Passband and Equiripple Stopband

Magnitude Responses

Xi ZHANG†a), Masatomo AIZAWA††, and Toshinori YOSHIKAWA††

あらまし 本論文では，通過域に平たん群遅延特性を有する通過域平たん阻止域等リプル IIR フィルタの一設
計法を提案する．最初に，通過域における振幅と群遅延特性の平たん条件を示し，その条件からフィルタ係数に
関する線形方程式を導出する．そして，阻止域の指定された周波数点に零点を配置することにより，通過域に平
たん振幅と群遅延かつ阻止域に指定された零点を有する IIR フィルタが設計できる．次に，阻止域に零点を等間
隔に配置して得られたフィルタ係数を初期値とし，Remez アルゴリズムを阻止域に適用する．このフィルタ設計
問題は行列の固有値問題として定式化できるので，固有値問題を解いて，フィルタ係数が得られる．更に，固有
値問題の反復処理により，阻止域に等リプル振幅特性を達成することができる．最後に，設計例として，低域通
過，帯域通過，帯域阻止フィルタを示す．

キーワード IIR フィルタ，等リプル特性，平たん特性，Remez アルゴリズム，固有値問題

1. ま え が き

信号処理の多くの応用において，平たん群遅延特性

を有するフィルタが必要である．従来，FIRフィルタ

は，フィルタ係数に対称条件を課すことで，完全線形

位相特性が容易に得られるから，よく使われてきた [1]．

しかし，急しゅんな振幅特性を得るためには，高次FIR

フィルタが必要となる．FIRフィルタに比べ，IIRフィ

ルタは同程度の周波数特性を低次数で実現できる．既

存のアナログフィルタから，s–z 変換により IIRフィ

ルタを得る方法があるが，得られる IIR フィルタは，

線形位相をもたない問題点がある [1]．そのため，直接

z 領域で IIRフィルタを設計する必要があり，これま

で数多くの設計法が提案されてきた [5], [8], [9], [11]～
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[14]．通過域平たん阻止域等リプル振幅特性は，通過

域振幅のリプルに起因するリンキングの低減や阻止

域減衰量の最大化のため，望ましい特性である．これ

らのフィルタ設計に関しては，いくつかの方法が既に

提案されている [4]～[6], [10]～[12], [14]．文献 [12]は，

IIRフィルタの振幅特性のみの設計であり，群遅延特

性については考慮されなかった．文献 [5]と [11]では，

分母多項式で通過域の群遅延特性を最大平たん化して

から，対称な分子多項式を用いて，フィルタの振幅特

性の近似を行った．また，文献 [14]では，阻止域平た

ん通過域等リプル特性の IIRフィルタを設計し，遅延

器と並列接続することにより，平たん群遅延特性をも

つフィルタを得るが，結果として得られた群遅延は整

数に限定される．通信，アレー処理や音声処理等の応

用では，非整数遅延フィルタも必要である [7]．

本論文では，通過域に平たん振幅と平たん群遅延特

性，阻止域に等リプル振幅特性を有する IIRフィルタ

の一設計法を提案する．まず，通過域における振幅と

群遅延特性の平たん条件を示し，両者を同じ平たん度

に設定することで，文献 [2] に指摘された通過域端に

おける位相ひずみという問題があるが，フィルタ係数
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に関する線形方程式を導出できる．そして，阻止域の

指定された周波数点に零点を配置することにより，通

過域に平たん振幅と平たん群遅延特性をもち，かつ阻

止域に指定された零点をもつ IIRフィルタが設計でき

る．次に，阻止域に零点を等間隔に配置して得られた

フィルタ係数を初期値とし，Remez アルゴリズムを

用いて，一般化固有値問題の形で定式化を行う [13]．

よって，誤差が最小になるような固有値に対応する固

有ベクトルがフィルタ係数となる．更に，この固有値

問題の反復処理により，阻止域の等リプル振幅特性を

達成することができる．本設計法では，整数のみなら

ず非整数遅延特性も実現できる．最後に，低域通過，

帯域通過と帯域阻止フィルタの設計例を示す．

2. IIRディジタルフィルタ

IIRフィルタの周波数特性 H(ejω)は

H(ejω) =

N∑
n=0

ane
−jnω

M∑
m=0

bme
−jmω

(1)

である．ここで，N，M は分子と分母の次数であり，

フィルタ係数 an，bm は実数で，b0 = 1である．

本論文では，通過域に平たんと阻止域に等リプル振

幅特性を有するフィルタの設計について考える．まず，

通過域における振幅特性の平たん条件は

∂i|H(ejω)|
∂ωi

∣∣∣∣
ω=ωp0

=


1 (i = 0)

0 (i = 1, 2, . . . ,Km − 1)

(2)

で与えられる．ここで，ωp0 は通過域に指定された周

波数点であり，Km は振幅特性の平たん度を表すパラ

メータである．また，阻止域において，誤差関数E(ω)

を次式のように定義する．

E(ω) =W (ω)[H(ejω)−Hd(e
jω)] (3)

ここで，Hd(e
jω)は所望周波数特性で，一般に阻止域

では 0である．また，W (ω)は重み関数であり，本論

文では，簡単化のため，W (ω) = 1とする．阻止域に

おける設計目標は，誤差関数 E(ω)の最大振幅を最小

化することであり，すなわち，

minimize{max
ω

|E(ω)|}　 (ω ∈ stopband) (4)

となる．また，通過域において，群遅延特性 τ (ω)に

対し以下の平たん条件を課す．

∂iτ (ω)

∂ωi

∣∣∣∣
ω=ωp0

=


 τ0 (i = 0)

0 (i = 1, 2, . . . ,Kg − 2)

(5)

ここで，τ0 は所望の定遅延で，文献 [14]と異なり，実

数とする．また，Kg は群遅延特性の平たん度を表すパ

ラメータである．以下，K = Km = Kg と限定する．

3. 低域通過フィルタの設計

低域通過フィルタの所望周波数特性は

Hd(e
jω) =


 e−jτ0ω (0 ≤ ω ≤ ωp)

0 (ωs ≤ ω ≤ π)
(6)

で与えられる．ここで，ωp，ωs はそれぞれ通過域と

阻止域端周波数である．

3. 1 通過域の平たん条件

通過域における振幅と群遅延特性の平たん条件は

式 (2)と (5)に与えられている．低域通過フィルタの

場合，ωp0 = 0である．式 (1)から，

Ĥ(ejω) =
H(ejω)

e−jτ0ω
=

N∑
n=0

ane
−j(n−τ0)ω

M∑
m=0

bme
−jmω

(7)

と構成すると，Ĥ(ejω)の振幅特性 |Ĥ(ejω)|と群遅延
特性 τ̂ (ω)に対し，式 (2)と式 (5)の平たん条件は

∂2i|Ĥ(ejω)|
∂ω2i

∣∣∣∣∣
ω=0

=


 1 (i = 0)

0 (i = 1, 2, . . . , K1)
(8)

∂2iτ̂ (ω)

∂ω2i

∣∣∣∣
ω=0

= 0 (i = 0, 1, . . . ,K2) (9)

となる．ここで，K が偶数の場合，K1 = K2 =

K/2− 1，また，K が奇数の場合，K1 = (K − 1)/2，

K2 = (K − 3)/2 となる．式 (8)と (9)の平たん条件

は次式と等価である（付録参照）．

∂iĤ(ejω)

∂ωi

∣∣∣∣∣
ω=0

=


 1 (i = 0)

0 (i = 1, 2, . . . ,K − 1)
(10)

式 (10) から，式 (7) の分子と分母をそれぞれ A(ω)，
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B(ω)とすれば，

∂iA(ω)

∂ωi

∣∣∣∣
ω=0

=
∂iB(ω)

∂ωi

∣∣∣∣
ω=0

(11)

が導かれ [11]，以下の K 個の線形方程式が得られる．

N∑
n=0

an(n− τ0)
i −

M∑
m=0

bmm
i = 0 (12)

ただし，i = 0, 1, · · · ,K − 1である．また，b0 = 1で

あるので，式 (12)は非同次方程式となる．

3. 2 指定された周波数点での零点配置

通過域の平たん特性に使われたフィルタの自由度

は K で，残りの自由度は J = N +M + 1 − K で

ある．これらの自由度をすべて阻止域のために使う．

阻止域の指定された周波数点に J 個の零点を配置

する．ただし，J ≤ N である必要がある．これら

の零点すべてを ω = π におくと，最大平たんフィ

ルタとなる．本論文では，阻止域の等リプル特性を

目標とするため，まず等間隔に零点を阻止域に配置

した初期フィルタを考える．実数係数のフィルタか

ら，これらの零点は互いに複素共役関係にあるので，

図 1 のように，J が偶数の場合，L = J
2
個の零点

ω̂l (ωs < ω̂0 < · · · < ω̂L−1 < π)，J が奇数の場合，

L = J+1
2
個の ω̂l (ωs < ω̂0 < · · · < ω̂L−1 = π)を配

置する．式 (1)から，

N∑
n=0

ane
±jnω̂l = 0 (l = 0, 1, · · · , L− 1) (13)

が得られ，更に実部と虚部に分けると，以下の線形方

程式となる．


N∑
n=0

an cos(nω̂l) = 0

N∑
n=0

an sin(nω̂l) = 0

　 (14)

ここで，J が偶数の場合，式 (14) の方程式の数は実

部と虚部ともに L となる．また，J が奇数の場合の

方程式の数は，ω̂L−1 = π なので，実部は L，虚部は

L− 1となり，どちらの場合も合わせて，J 個の方程

式になる．よって，通過域の平たん条件から導出され

た式 (12) と式 (14) の線形方程式を解くことにより，

フィルタ係数が得られ，通過域に平たん振幅と群遅延

特性かつ阻止域に指定された零点 ω̂l (0 ≤ l ≤ L− 1)

をもつ IIRフィルタが設計できる．

(a)

(b)

図 1 低域通過フィルタの初期零点の配置
(a) J が偶数の場合，(b) J が奇数の場合

Fig. 1 Location of initial zeros for lowpass filters.

(a) even J, (b) odd J.

3. 3 Remezアルゴリズムによる定式化

阻止域等リプル振幅化のため，等間隔に零点を阻止

域に配置して得られたフィルタ係数を用いて，誤差関

数 E(ω)を計算し，J が偶数の場合は L+ 1個，奇数

の場合は L個の極値周波数点 ωl とその位相 θ(ωl)を

求める．得られた極値周波数点 ωl において，Remez

アルゴリズムを適用し，誤差関数の振幅が等しくなる

よう定式化する [13]．

E(ωl) = H(ejωl)−Hd(e
jωl) = δejθ(ωl) (15)

式 (15)に式 (1)と (6)を代入し，以下の式が得られる．

N∑
n=0

ane
−jnωl = δ

M∑
m=0

bme
−j{mωl−θ(ωl)} (16)

そして，式 (16)を実部と虚部に分けると，


N∑
n=0

an cos(nωl) = δ

M∑
m=0

bm cos{mωl − θ(ωl)}

N∑
n=0

an sin(nωl) = δ

M∑
m=0

bm sin{mωl − θ(ωl)}

(17)

となる．ここで，式 (17)の方程式の数は，J が奇数の

場合，実部と虚部ともに Lとなる．J が偶数の場合で

は，ωL = π なので，方程式の数は実部で L + 1，虚

部で Lとなり，どちらの場合も合わせて，J + 1個の
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方程式となる．したがって，式 (12)と (17)を行列で

表すと，次式のような一般化固有値問題に帰着するこ

とができる．

P�x = δQ�x (18)

ここで，�x = [a0, a1, · · · , aN , b0, b1, · · · , bM ]T，また

行列 Pと Qの要素 Puv，Quv は，

Puv =




(v − τ0)
u

(0≤u≤K−1, 0≤v≤N)

−(v−N−1)u (0≤u≤K−1, N+1≤v≤N+M+1)

cos(vωu−K) (K≤u≤K+L−1, 0≤v≤N)

sin(vωu−K−L) (K+L≤u≤K+J, 0≤v≤N)

0 (otherwise)

Quv =




cos{(v−N−1)ωu−K − θ(ωu−K)}
(K≤u≤K+L−1, N+1≤v≤N+M+1)

sin {(v−N−1)ωu−K−L − θ(ωu−K−L)}
(K+L≤u≤K+J, N+1≤v≤N+M+1)

0 (otherwise)

である．よって，P と Qは正方行列となり，式 (18)

の固有値問題を解くことができる．そして，得られた

固有値のうち，誤差関数の振幅が最小となるような固

有値，すなわち，絶対値最小で実数の δ を求め，その

δ に対応する固有ベクトルをフィルタ係数とする．次

に，得られたフィルタ係数から誤差関数を計算し，新

たな極値周波数点 Ωl とその位相 θ(Ωl)を求める．そ

の後，ωl = Ωl とし，繰り返し式 (18)の固有値問題を

解く．最終的に Ωl と ωl の差が許容値より小さくなる

まで反復計算を行う．また，M = 0 のとき，すなわ

ち，FIRフィルタの場合には，式 (18)に b0 = 1を代

入することで，式 (18)は線形方程式になる．よって，

この線形方程式を解いて，FIRフィルタも簡単に設計

できる．

3. 4 設計アルゴリズム

(1) 分子と分母の次数 N，M，平たん度 K，所望

の遅延 τ0，阻止域端周波数 ωs を与える．

(2) 阻止域に L 個の初期零点 ω̂l を図 1 のように

配置する．

(3) 式 (12)と (14)の線形方程式を解き，初期フィ

ルタ係数 an，bm を求め，E(ω)から極値周波数点 ωl

とその位相 θ(ωl)を求める．

(4) 行列 P，Qを計算し，式 (18)の固有値問題を

解き，フィルタ係数 an，bm を求める．

(5) 得られた an，bm を用いて，E(ω)の極値周波

数点 Ωl とその位相 θ(Ωl) を求める．

(6) |Ωl − ωl| < εを満たすならば終了．満たさな

い場合は次へ進む．ただし，εは与えられた収束許容

値であり，一般に ε = 10−8 である．

(7) ωl = Ωl として，4.へ戻る．

文献 [13]に示されたように，本設計アルゴリズムの

収束性は必ず保証されるとは限らず，与えられた初期

値に大きく依存する．本論文では，阻止域に零点を等

間隔に配置して得られたフィルタを初期値としたため，

実際の設計例ではわずか数回の反復計算で収束するこ

とが確認できた．また，収束しない場合は，一つの選

択肢としてより良い初期値を選ぶ．例えば，等間隔で

はなく，カットオフ周波数付近でより多くの零点を配

置することより，等リプル特性に近い初期値を得る．

以上，低域通過フィルタの設計について述べたが，

高域通過フィルタも同様に設計できる．また，低域通

過フィルタを設計し，得られた伝達関数に z を −z で
置き換えることより，高域通過フィルタが得られる．

そのため，本論文では，高域通過フィルタの設計につ

いては省略する．

4. 帯域通過フィルタの設計

ここでは，帯域通過フィルタの設計について考える．

帯域通過フィルタの所望周波数特性は

Hd(e
jω) =


e

−j(τ0ω+θ0) (ωp1 ≤ ω ≤ ωp2)

0 (0≤ω≤ωs1, ωs2≤ω≤π)
(19)

である．ここで，ωp1，ωp2，ωs1，ωs2はそれぞれ通過

域と阻止域端周波数で，θ0 は指定された位相オフセッ

トである．

4. 1 通過域の平たん条件

帯域通過フィルタの通過域における平たん条件は，

式 (2)と (5)に与えられている．ただし，ωp1 ≤ ωp0 ≤
ωp2である．同様に，次式のように Ĥ(ejω)を構成する．

Ĥ(ejω) =
H(ejω)

e−j(τ0ω+θ0)
=

N∑
n=0

ane
−j{(n−τ0)ω−θ0}

M∑
m=0

bme
−jmω

(20)
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式 (20) の分子と分母をそれぞれ A(ω)，B(ω)とすれ

ば，式 (2)と式 (5)の平たん条件から，

∂iA(ω)

∂ωi

∣∣∣∣
ω=ωp0

=
∂iB(ω)

∂ωi

∣∣∣∣
ω=ωp0

(21)

が得られ，

N∑
n=0

an(n− τ0)
ie−j{(n−τ0)ωp0−θ0}

=
M∑

m=0

bmm
ie−jmωp0 (22)

となる．ただし，i = 0, 1, · · · ,K − 1である．実部と

虚部に分けると，2K 個の線形方程式が得られる．

4. 2 指定された周波数点での零点配置

図 2のように，二つの阻止域に J = N+M+1−2K

個の零点を等間隔に配置する．ただし，J が偶数の場

合，L = J
2
とし，ω̂0 �= 0かつ ω̂L−1 �= π とする．一

方，J が奇数の場合，L = J+1
2
とし，ω̂0 = 0あるい

は ω̂L−1 = π のどちらかの一方を選ぶ．よって，低域

通過フィルタの場合と同様に，式 (13) そして式 (14)

が得られる．J が偶数の場合，式 (14) の数は実部と

虚部合わせて 2L = J となる．また，J が奇数の場合，

ω̂0 = 0あるいは ω̂L−1 = π であるので，式 (14)の数

は実部が L個，虚部が L− 1個で 2L− 1 = J となる．

したがって，式 (14)と式 (22)を合わせたN +M +1

(a)

(b)

図 2 帯域通過フィルタの初期零点の配置
(a) J が偶数の場合，(b) J が奇数の場合

Fig. 2 Location of initial zeros for bandpass filters.

(a) even J, (b) odd J.

個の線形方程式を解くことにより，フィルタ係数が得

られる．そして，得られたフィルタ係数から誤差関数

を計算し，極値周波数点 ωl とその位相 θ(ωl) を求め

る．しかし，図 2 のように，J が偶数の場合は L+ 2

個，奇数の場合は L + 1 個の極値周波数点が生じる．

そこで，J が偶数の場合は ω = 0と ω = πの極値周波

数点の中から誤差が小さい方を削除し，残りの L+ 1

個の極値周波数点を選ぶ．また，J が奇数の場合は，

ω = 0, π 以外の L個の極値周波数点を選ぶ．

4. 3 Remezアルゴリズムによる定式化

得られた極値周波数点において誤差関数 E(ω)の振

幅が等しくなるよう定式化し，式 (16)を得る．前述し

た極値周波数点の選び方により，式 (16)の数は J +1

個となる．したがって，設計問題を式 (18)の固有値問

題に定式化することができ，反復処理により等リプル

特性を達成できる．また，帯域通過フィルタの設計ア

ルゴリズムは 3. 4に述べたものと同様である．

5. 帯域阻止フィルタの設計

ここでは，帯域阻止フィルタについて考える．帯域

阻止フィルタの所望周波数特性は次式である．

Hd(e
jω) =



e−j(τ0ω) (0≤ω≤ωp1)

0 (ωs1≤ω≤ωs2)

e−j(τ1ω+θ1) (ωp2≤ω≤π)
(23)

ここで，ωp1，ωp2，ωs1，ωs2 はそれぞれ通過域と阻

止域端周波数，τ0，τ1 は第 1 と第 2 通過域での所望

群遅延，θ1 は第 2通過域での位相オフセットである．

フィルタ係数が実数であるため，ω = π における位相

は，τ1π + θ1 = kpπ (kp: 整数)でなければならない．

5. 1 通過域の平たん条件

帯域阻止フィルタの場合，通過域が二つある．第 1

通過域では，ωp0 = 0で，平たん度がK1である．よっ

て，低域通過フィルタと同様に，式 (12) の K1 個の

式が得られる．第 2通過域では，ωp0 = π で，平たん

度が K2 である．同様に Ĥ(ejω)を以下のように構成

する．

Ĥ(ejω) =
H(ejω)

e−j(τ1ω+θ1)
=

N∑
n=0

ane
−j{(n−τ1)ω−θ1}

M∑
m=0

bme
−jmω

(24)
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したがって，式 (24)より，ωp0 = πにおける平たん条

件から次式が得られる．

N∑
n=0

an(n− τ1)
i(−1)n(−1)kp =

M∑
m=0

bmm
i(−1)m

(25)

ただし，i = 0, 1, · · · ,K2 − 1 である．

5. 2 指定された周波数点での零点配置

これまでと同様に，阻止域に J = N +M + 1 −
K1 −K2 個の零点を配置する．ここで J は奇数とす

る必要があり，L = J−1
2
とする．まず，一つの零点を

z 平面上の原点に配置する．すなわち，aN = 0 とす

る．そして，L個の零点を阻止域に等間隔に配置する．

よって，ω = 0と π における平たん条件から導出され

た方程式と初期零点からの方程式の数が N +M とな

るため，それらの線形方程式を解くことにより，初期

フィルタ係数を得ることができる．そして，得られた

L+ 1個の極値周波数点 ωl と位相 θ(ωl)を求める．

5. 3 複素 Remezアルゴリズムによる定式化

以上で得られた L + 1 個の極値周波数点において，

誤差関数 E(ω)の振幅が等しくなるように定式化する

ことにより，式 (18) のような一般化固有値問題に帰

着できる．また，設計アルゴリズムも 3. 4に述べたも

のと同様である．

6. 設 計 例

［設計例 1］ 設計仕様として，N = 12，M = 5，

K = 10，ωs = 0.5π を与え，τ0 = 12.0 としたとき

の IIR低域通過フィルタを設計した．8回の反復計算

で収束した．得られたフィルタの振幅特性を図 3 に

実線で示し，ω = 0において平たん，阻止域において

等リプル特性が得られた．同じ仕様の FIR フィルタ

の場合は，24 次以上が必要である．更に，群遅延を

変化させ，τ0 = 10.2, 13.8と与えたときのフィルタの

振幅特性もそれぞれ破線と点線で示した．図 4 にそ

れぞれの群遅延特性を示した．ω = 0 において群遅

延特性が平たんであることが分かる．図 5 に示した

τ0 = 12.0 のフィルタの極零点配置から，安定なフィ

ルタが得られたことが分かる．また，ほかのフィルタ

も同様に安定であった．フィルタの安定性を調査する

ため，τ0 = 0.0, 0.1, · · · , 20.0 と与えた場合の極配置
を図 6 に示す．図 6 において，黒丸は τ0 = 0, 7.2, 20

以外の場合の極を表す．この結果から，このフィルタ

は τ0 ≥ 7.2 で安定となった．よって，文献 [3]に示さ

図 3 設計例 1 の低域通過フィルタの振幅特性
Fig. 3 Magnitude responses of lowpass filters in

Example 1.

図 4 設計例 1 の低域通過フィルタの群遅延特性
Fig. 4 Group delays of lowpass filters in Example 1.

図 5 設計例 1 の低域通過フィルタの極零点配置
Fig. 5 Pole–zero location of lowpass filter in

Example 1.
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図 6 設計例 1 の低域通過フィルタの極配置（極の変化）
Fig. 6 Pole location of lowpass filters in Example 1.

(variation of poles)

図 7 設計例 2 の低域通過フィルタの振幅特性
Fig. 7 Magnitude responses of lowpass filters in

Example 2.

れたように，IIRフィルタが安定となるためには，一

定値以上の群遅延が必要であることが分かる．フィル

タが安定となる群遅延の最小値は分子と分母の次数に

ほぼ比例するが，平たん度と阻止域幅の影響もあるた

め，更なる調査が必要である．

［設計例 2］ 設計仕様として，N = 20，M = 6，

τ0 = 17，ωs = 0.5π を与え，K = 14 としたときの

IIR低域通過フィルタを設計した．7 回の反復計算で

収束した．得られたフィルタの振幅特性を図 7 に実線

で示した．加えて，平たん度を変化させ，K = 15, 16

と与えて設計したフィルタの振幅特性もそれぞれ破線

及び点線で示した．平たん度の増加に伴い，阻止域減

図 8 設計例 2 の低域通過フィルタの群遅延特性
Fig. 8 Group delays of lowpass filters in Example 2.

図 9 設計例 3 の帯域通過フィルタの振幅特性
Fig. 9 Magnitude responses of bandpass filters in

Example 3.

衰量が減少していることが分かる．また，図 8 にそれ

ぞれの群遅延特性を示した．通過域の平たん度 K に

よって，群遅延特性も変化していることが分かる．

［設計例 3］ 設計仕様として，N = 17，M = 4，

K = 4，ωp0 = 0.60π，ωs1 = 0.40π，ωs2 = 0.76π，

τ0 = 13.5，θ0 = 0.0を与えたときの IIR帯域通過フィ

ルタを設計した．11回の反復計算で収束した．得られ

たフィルタの振幅特性を図 9 に実線で示した．加えて，

位相オフセットを変化させ，θ0 = 0.2π，θ0 = 0.4π と

与えて設計したフィルタの振幅特性もそれぞれ破線及

び点線で示した．同様に，通過域平たんと阻止域等リ

プル振幅特性が得られたことが分かる．また，図 10

にそれぞれの場合の群遅延特性及び位相特性を示した．

ω = ωp0 において，指定された位相オフセットを有し

ていることが分かる．

584



論文／通過域平たん阻止域等リプル振幅特性をもつ平たん群遅延 IIR フィルタの一設計法

［設計例 4］ 設計仕様として，N = 14，M = 4，

K1 = 4，K2 = 4，ωs1 = 0.3π，ωs2 = 0.7π，

τ0 = 11.6，τ1 = 10.2，θ1 = 0.8π を与えたときの

IIR 帯域阻止フィルタを設計した．6 回の反復計算

図 10 設計例 3 の帯域通過フィルタの群遅延特性と位相
特性

Fig. 10 Group delays and phases of bandpass filters

in Example 3.

図 11 設計例 4 の帯域阻止フィルタの振幅特性
Fig. 11 Magnitude responses of bandstop filters in

Example 4.

図 12 設計例 4 の帯域阻止フィルタの群遅延特性
Fig. 12 Group delays of bandstop filters in

Example 4.

で収束した．得られたフィルタの振幅特性を図 11

に，群遅延特性を図 12 に実線で示した．加えて，

それぞれの平たん度と群遅延を変化させ，K1 = 2，

K2 = 6，τ0 = 9.6，τ1 = 12.2，及びK1 = 6，K2 = 2，

τ0 = 13.6，τ1 = 8.2 を与えて設計したフィルタの振

幅特性と群遅延特性もそれぞれ破線及び点線で示した．

7. む す び

本論文では，通過域に平たん群遅延特性を有する通

過域平たん阻止域等リプル IIRフィルタの一設計法を

提案した．最初に通過域の平たん条件から導出した線

形方程式と，阻止域に零点を配置するための方程式か

ら，通過域に平たん特性を有する IIRフィルタが設計

できることを示した．次に，阻止域に零点を等間隔に

配置して得られたフィルタ係数を初期値とし，Remez

アルゴリズムを用いて，フィルタの設計問題を一般化

固有値問題の形で定式化した．この固有値問題を解い

て，フィルタ係数が得られる．また，固有値問題を反

復処理することにより，阻止域での等リプル振幅特性

を達成することができる．最後に，本設計法を用いて

低域通過，帯域通過と帯域阻止フィルタを設計し，本

設計法の有効性を示した．また，本設計法は FIRフィ

ルタも簡単に設計することができる．
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付 録

式 (8)，(9)と式 (10)の等価性の証明

Ĥ(ejω)はその振幅 |Ĥ(ejω)|と位相 θ̂(ω)を用いて

以下のように表される．

Ĥ(ejω) = |Ĥ(ejω)|ejθ̂(ω) (A·1)

よって，Ĥ(ejωp0) = 1 は振幅 |Ĥ(ejωp0)| = 1，位相

θ̂(ωp0) = 0と等価である．また，その一次微分は

∂Ĥ(ejω)

∂ω

=
∂|Ĥ(ejω)|

∂ω
ejθ̂(ω) + j|Ĥ(ejω)|ejθ̂(ω) ∂θ̂(ω)

∂ω
(A·2)

となる．|Ĥ(ejωp0)| = 1と θ̂(ωp0) = 0のため，

∂Ĥ(ejω)

∂ω

∣∣∣∣∣
ω=ωp0

=
∂|Ĥ(ejω)|

∂ω

∣∣∣∣∣
ω=ωp0

+ j
∂θ̂(ω)

∂ω

∣∣∣∣∣
ω=ωp0

(A·3)

よって， ∂Ĥ(ejω)
∂ω

∣∣∣
ω=ωp0

= 0 は ∂|Ĥ(ejω )|
∂ω

∣∣∣
ω=ωp0

= 0，

∂θ̂(ω)
∂ω

∣∣∣
ω=ωp0

= 0と等価であることが分かる．次に，

∂iĤ(ejω)

∂ωi

∣∣∣∣∣
ω=ωp0

=


 1 (i=0)

0 (i=1, 2, . . . , k−1)
(A·4)

が以下の式と等価であることを仮定する．

∂i|Ĥ(ejω)|
∂ωi

∣∣∣∣∣
ω=ωp0

=


 1 (i = 0)

0 (i = 1, 2, . . . , k − 1)

(A·5)
∂iθ̂(ω)

∂ωi

∣∣∣∣∣
ω=ωp0

=0 (i=0, 1, . . . , k−1) (A·6)

Ĥ(ejω)の k 次微分は

∂kĤ(ejω)

∂ωk
=

k∑
i=0

(
k

i

)
∂k−i|Ĥ(ejω)|

∂ωk−i

∂i{ejθ̂(ω)}
∂ωi

(A·7)

である．式 (A·5)と (A·6)を用いて，

∂kĤ(ejω)

∂ωk

∣∣∣∣∣
ω=ωp0

=
∂k|Ĥ(ejω)|

∂ωk

∣∣∣∣∣
ω=ωp0

+
∂k{ejθ̂(ω)}

∂ωk

∣∣∣∣∣
ω=ωp0

=
∂k|Ĥ(ejω)|

∂ωk

∣∣∣∣∣
ω=ωp0

+ j
∂kθ̂(ω)

∂ωk

∣∣∣∣∣
ω=ωp0

(A·8)

となる．したがって， ∂kĤ(ejω )

∂ωk

∣∣∣
ω=ωp0

= 0 は

∂k|Ĥ(ejω )|
∂ωk

∣∣∣
ω=ωp0

= 0， ∂k θ̂(ω)

∂ωk

∣∣∣
ω=ωp0

= 0 と等価で

ある．群遅延と位相特性の関係は τ̂(ω) = − ∂θ̂(ω)
∂ω

で

あるため，また，低域通過フィルタの場合，ωp0 = 0

とおくと，等価性の証明終了．
（平成 18 年 7 月 19 日受付，12 月 18 日再受付，

19 年 3 月 12 日最終原稿受付）
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